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Abstract 

Let k an algebraically closed field, P™ the n-dimcnsional projective space over k and 
Tpn the tangent vector bundle of P™. In this paper I prove the following result : for every 
integer £, for every non- negative integer s, if Z s is the union of s points in sufficiently 
general position in P n , then the restriction map H°(P n ,T P n(£)) -» H°(Z S , T P n(£) )Z J 
has maximal rank. This result implies that the last non-trivial term of the minimal 
free resolution of the homogeneous ideal of Z s is the conjectured one by the Minimal 
Resolution Conjecture of Anna Lorenzini (cf [Eq]). 



1. Introduction 

Soit k un corps algebriquement clos et P n = P£ l'espace projectif de dimension n sur k ct 
S = k[xo, • • • , x n ] Panneau des coordonnees homogenes sur P n . Soit a un entier non negatif et 
R := {Pi, . . . , P a } C P n des points en position suffisamment generale, Ir le faisceau d'ideaux 
de Ret I = r*(X/j) l'ideal homogene de Z dans S. Si on pose d := min{£, h°(P n ,Iii(£)) > 0}, 
alors I est engendre par 1^ © Id+i ou I s designe la partie homogene de degre s de I (Theorie 
de Castelnuovo-Mumford, [jMj, p 99). La resolution minimale libre de I s'ecrit alors : 

-» L n -> . . . -» L p -» . . . -» L -> I -> 



avec 



et 



L p = S(-d -p- l) a " © 5(-d - p) bp 



a p := h l (P n , ti p P t\d + p + 1) © , 6 p := h°(P n , fi pn (d + p) <g> T R ). 
Puisque l'application de restriction 

H (P n ,O P n(£))^H (R,O R (£)) (1) 

est de rang maximal, e'est a dire surjective ou injective, les nombres bo, a n -\ et b n sont 
connus. 
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Les nombres a p et b p ont etes calcules dans [ H-S ] pour tout nombre a de points sufnsam- 
ment grand et tout entier p. L'entier a n est evidemment nul et puisque l'application (JxJ) est 
de rang maximal, on a 

• b n = max{0, h°(P n , Opn(d — 1)) — a} = 0, par definition de d, 

• a n _i = max{0, a — h°(P n , P n(d — 1))} = a — > pour les memes raisons. 

Le but de cet article est de calculer, sans restriction sur le nombre de points, les entiers a n _2 
et b n -\. On va etablir le theoreme suivant : 



Theoreme 1 Avec les notations precedentes : 

• a n _ 2 = max{0,na - h° (P n , Q^ 1 {d + n - 1))} 

• 6 n _i = max{0,h°(P n ,n™- 1 (d + n- 1)) - no}, 
c'est a dire que l'application de restriction 



H u (P n ,^- 1 {d + n-l)) 



H^R^'^id + n 



R 



est de rang maximal, i.e. surjective ou injective (puisque rg(£lp n ) = n). 



Des cas particuliers de ce theoreme ont ete demontres dans fG-G-R ], [ G-Oi ], [ G-O: 



]G-M ] ainsi que dans [Ro]. Une demonstration generale se trouve dans p?-V ], mais selon 
Charles Walter, elle contient un point litigieux au milieu de la page 116 (" ...it is clear that 
the monomial 7 is greater than any other M— product ..."). La demonstration donnee ici 
est plus de nature geometrique qu'algebrique et est un raffinement de la methode d'Horace 
introduite par A. Hirschowitz et C. Simpson dans [H-S] pour prouver la "Minimal Resolution 
Conjecture" (MRC) de [Lo] pour tout nombre de points suffisamment grand et en position 
suffisamment generale dans P n . 



2. Reduction du probleme 

Pour etablir le theoreme |l] il suffit evidement de prouver le suivant. 

Theoreme Pour tout entier non-negatif a il existe des points P±, . . . ,P a de P n , tels que 
tout entier I, le morphisme d 'evaluation 

a i>a : H°(P n ,T pn (£)) - T P n(£)\ Pl . . . e T pn (£)\ Pa 

est de rang maximal. 
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(on utilise Pisomorphisme £lp n (£) ~ Tpn(£ — n — 1).) 

On va d'abord reduire le probleme de rang maximal a decalage £ fixe a celui d'une bi- 
jection, ceci grace a des arguments standards (cf [ [H-H | , ||], [J]). Pour plus de simplicity, on 
posera 

. t n (£) :=h°(P n ,T F n(£)), 

. o n (£) :=h°(P n ,O pn (£)). 

Lemme Soient q = q{£) et r = r{£) respectivement le quotient et le reste de la division eu- 
clidienne de t n (£) par n. Alors pour que le theoreme 1 soit vrai, il suffit qu'il existe un point 
Pq+i tel que pour tout quotient 

Tpn(£) Pq+1 ^B^0 
de dimension r, il existe des points Pi, ... , Pq+i tels que le morphisme devaluation 
n : H°(P n ,T P n(£)) Tp«(.Qta ffi . . . e T pn (£)\ Pq B 

soit bijectif. 

Demonstration : Supposons done qu'il existe des points Pi, ... , P q +i tels que soit bijectif. 
Alors si z < q, on a une application o~g >z , composee de ti et de la surjection 

T P n(£)\ Pl e...er P n(^)[p g ©5 

I 

T P n(£)\ Pl ®...®T P n(£)\ Pz 

done surjective. 

Soit maintenant z' un entier plus grand que q + 1. Soient alors P q +2, ■ ■ ■ P z ' des points 
distincts, et differents de Pi, . . . ,P q +i- A l'aide du quotient Pp«(^)p g+1 — > B — > 0, on deduit 
que le morphisme T£ se factorise par oi^ z i et la projection 

T P n(£)\ Pl ®...®Tpn(£)\ Pzl 
i 

Tp«(£)\p 1 © ... © T-pn(£)\ Pq © B. 
On en deduit done que a^^i est injective. ■ 



Pour obtenir le resultat escompte pour a n _2 et b n -\ il suffit done de montrer le 

Theoreme Pour tout entier £, il existe des points Pi, . . . P g +i tels que le morphisme T£ soit 
bijectif. 

Remarquons que le theoreme est trivialement vrai si £ < — 2. on fera done dans la suite 
l'hypothese que £ > — 1. 
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3. Methodes d'Horace vectorielles 



Dans ce paragraphe on introduit la methode d'Horace pour les problemes devaluation de 
sections de fibres vectoriels en des points et des "fractions de points". Cette methode, es- 
sentiellement basee sur les transformations elementaires de fibres vectoriels, fut introduite en 
1984 dans une lettre d'A. Hirschowitz a R. Hartshorne pour montrer que si Pi, ... , P28 son t 
des points en position generale dans P 3 , l'application naturelle 

H°(p 3 ,n F3 {5)) ^n p3 {5)\ Pl e...eft p3 (5)|p 28 

est bijective. Elle a aussi ete utilisee par M. Ida dans |j cette fois-ci avec des droites et des 
points pour calculer la resolution minimale des ideaux d'arrangement de droites en position 
generale dans P 3 , et par O.F. Rahavandrainy dans [Eta] pour calculer des resolutions de fibres 
instantons. La presentation suivante est celle de A. Hirschowitz et C. Simpson (cf. fH-S[| ). 

Fixons quelques notations qu'on utilisera regulierement par la suite. Soit X une variete 
projective lisse, et X' un diviseur non-singulier de X. Soit J- un faisceau localement libre sur 
X et 

-> T" -> T\ x > -^T'^O 

une suite exacte stricte de faisceaux localement libres sur X'. On notera £ le noyau du 
morphisme T — > T'\ on notera que £ est localement libre sur X et qu'on a la suite exacte 

-» JF'(-X') -> £\ x > -> J 7 " 0. 



La methode d'Horace "simple" : 

Le lemme suivant est une consequence triviale du lemme du serpent. 

Lemme 1 Supposons donne une application lineaire bijective A : H° \X' , J-') — ► L. Supposons 
que H l (X,£) = 0. Soit fi : H°(X,J-) — > M une application lineaire. Alors, pour que le 
morphisme 

H°(X,F) -> M®L 
soit de rang maximal, il faut et il suffit que le morphisme 

H°(X,£) -» M 

le soit. 
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La methode d'Horace " differentielle" : 



Le lemme suivant est le lemme 1 de | H-S |. 

Lemme 2 On se donne maintenant une application lineaire surjective A : H°(X' ,J-') — > L 
et supposons qu'il existe un point Z' € X' tel que Vapplication H Q (X',F') -> L © T' z , soit 
injective. 

Supposons encore que H 1 (X,£) = 0. Alors il existe un quotient £z> — > D avec noyau 
contenu dans X')z>, de dimension dim(D) = r(^ r ) — dim(ker(\)), ayant la propriete 
suivante. 

Soit ll : H G (X,T) — > M une application lineaire. Pour qu'il existe Z € X tel que 
I 'application 

H°(X,T) ^M®L®T Z 
soit de rang maximal, il suffit que 

H°(X,£) -» M@D 

le soit. 



Considerons maintenant Q un quotient localement libre de T et fC le noyau du morphisme 
T — > Q. Posons 7i = {£ + K)/1C le sous-faisceau de £ engendre par £ et (/' le quotient Q /7i. 
Geometriquement on a 

P(5') = P(5)nP(f')cP(f). 

On supposera £/' localement libre sur X' de sorte que Ti est localement libre sur X. 
Le lemme suivant est alors une generalisation du precedent. 

Lemme 3 Soit A : H°(X' , .T 7 ') — > L une application lineaire surjective. On suppose qu'il 
existe Y' € X' ieZ gwe Vapplication H°(X', J-') — > -L © C/y, sozi injective. On suppose encore 
que H 1 (X,£) = 0. ^4Zors iZ existe un quotient Hy — » -D auec noyau contenu dans Q(—X') et 
de dimension rg(Q) — dim{ker{\)) ayant la propriete suivante. 

Soit il : H°(X,J-) — » M itne application lineaire. Pour qu'il existe Y £ X tel que 
Vapplication 

H°(X,f) -» M®L®Gy 
soit de rang maximal, il suffit que 

H°(X,£) -» M©L> 

Ze soi£. 
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Demonstration : Puisque Papplication H°(X', J 7 ') — > L © £/ y , est injective, l'application 

H°{X',F') ^L@T' Y , 

l'est aussi. Ces conditions ainsi que la premiere hypothese du lemme entrainent que le mor- 
phisme 

ker(X) ® k O x > -» P {resp. ker(X) ® k O x > -» <?') 

est injectif et que son image .4.' C T' (resp. .A" C £') est un sous-fibre de T 1 (resp. Q 1 ) au 
voisinage de Y' . Notons que rg(A') = rg(A") = dim{ker(X)) et que A" est l'image de A' par 
le morphisme surjectif T' — > 

Notons £ le noyau de -» .T/A'. Mors le noyau de T) ^ L est egal a B). 

Soit C l'image de B par le morphisme T — > Soit D l'image du morphisme Wy — ► Cy. On 
a une suite exacte 

-> D -» C Y > -> Ay/ 0. 

Puisque A" C 5' est un sous-fibre de rang dim(ker(X)) au voisinage de Y' , et C est localement 
libre au voisinage de Y' avec rp(C) = rg(G), on a 

dim(D) = rg{Q) — dim(ker(X)). 

Si Y est un point de X — X' les fibres Cy et C?y s'identifient. Le fait que H X {X, £) est 
nul entraine que l'application H (X,T) — > H°(X', T') est surjective, en particulier la suite 

-» B) -> H (X, 7") -> L -> 

est exacte, et puisque la suite 

o^Mec Y ^MeLeg Y ^L^o 

Vest aussi, on obtient alors que le morphisme 

H°{X,F) ^M®L®Q Y 
est de rang maximal si et seulement si 

H°{X,B) ^M®C Y 

Test aussi. 

On va maintenant specialiser et prendre Y = Y' . Puisque H l (X, £) = 0, on a une suite 
exacte 

-> H°(X, £) -> H°(X, B) -> A') -> 

Du diagramme commutatif a lignes exactes 



on deduit que le morphisme naturel compose 

H°(X,£) C H°(X,B) -> C Y > -> .4'y 

est nul. On en deduit que le morphisme naturel compose 

H°(X, £>) — > M © Cyi — > ,4'y, 

se factorise par H°(X, A') — > .Ay/. Le morphisme H°(X,£) — > M©Cy se factorise alors par 
le noyau de M©Cy — ► .Ay, c'est a dire MffiZ?. Le noyau du morphisme H°(X, B) — > M©Cy/ 
est contenu dans le noyau de 

Par hypothese, il est done contenu dans le noyau de H°(X, F) — > H°(X, J 7 '), c'est a dire 
H°(X,£) et done les noyaux des deux morphismes suivants son egaux : 

H°(X,£) -> M ©£>, -» M©Cy 

Puisque le morphisme .ff (X', A') — ► Ay/ est surjectif, on conclut alors que pour que 

H°(X,B) -> MffiCy 

soit de rang maximal, il suffit que 

H°(X,£) ^ M@D 

le soit. Mais la condition de maximalite du rang etant ouverte, on en deduit alors qu'il existe 
Y € X - X tel que 

H°{X,B) ^M®C Y 

soit de rang maximal, ce qui donne la conclusion cherchee. ■ 



4. Les enonces R, RB et un lemme d'Horace 

Enonce R(.F; a) 

Soit a un entier non-negatif. L'enonce R(.F; a) veut dire que pour tout entier non-negatif z, 
il existe des points Ti, . . . ,T a E X, tels que pour tous quotients 

il existe des points P\,. . . ,P Z £ X, tels que le morphisme devaluation 

H°(X,F) -» ^i©...©A a © 
© . . . © 

est de rang maximal. 
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Enonce RB(J r , J 7 ', z, y; a, (3) 

Soit X' un diviseur lisse connexe de X et soient z, y, a et (3 des entiers non-negatifs verifiant 

• rg(T)z + rg{T')y + a + = .F) 

• rg(F')y + a + b < h°{X,F') 

• < a < r^JF') 

. si (3^0, rg{F')<(3<rg{T), 

ou 6 = vaut r' si /? est non nul et sinon. 

L'enonce RBf^T 7 , J 7 ', z, y; a, [3) signifie alors la chose suivante. II existe des points T et V 
de X', tels que pour tout quotient 

T' T -»• A -»• 

de dimension a et si /? 7^ 0,pour tout quotient dependant rationnellement de y points generaux 
de X', 

de dimension (3 avec noyau contenu dans Fy, (si /3 = on pose B = 0), il existe y points 
Yi, . . . , 1^ G X' et 2 points Pi,... ,P Z £ X te\ que le morphisme devaluation 

H°(X,F) -> iefi® 

^ e . . . e ^ e 
jfp! e . . . © t Pz 

soit bijectif. 

Soient z, y, a et (3 des entiers verifiant les conditions de l'enonce RB(J r , F - ', z, y; a, (3). On 
rappelle qu'on avait defini l'entier b = b((3) comme valant r' si (3 est non nul et sinon. 
Posons alors 

• t := h (X',-F')-r'y-a-b, 

• y' le quotient de la division euclidienne de t par r', 5 le reste, 

• C := 1 si S / et sinon, 
. /?' := C(r - 5) 

• a' := (3 — r' si /3 7^ et sinon. 

• z 1 := z — y 1 — C, qu'on supposera non-negatif. 

oii r := ry(jF) = rg(£) et r' := rg^J 7 '). On peut alors enoncer le lemme suivant : 



8 



Lemme 4 Soient z,y,a et (3 des entiers non-negatifs verifiant les conditions de I'enonce 
RB(.7-~, T' , z, y; a, (3). On definit a(a) = si a est nul, 1 sinon. Supposons que -ff 1 (X, £) = 
et que (avec les notations precedant le lemme) les enonces 

R(T'; a) et RB(£, f", z' , y'\ a, (3') 

soient vrais. Alors I'enonce RB(^", T' , z,y; a, f3) Vest aussi. 

Demonstration : On ne va traiter que le cas ou (3 ^ 0, le cas (3 = etant laisse au lecteur. 
l'hypothese R(J r/ ; a) entraine qu'il existe T et V £ X', tels que pour tout quotient 

A^O 

de dimension a et pour tout quotient 

Ty -> B -» 0, 

avec noyau contenu dans Ty il existe des points Y\,...Y y € X' et Z\,...Z y > tel que le 
morphisme d 'evaluation 

A : H (X'!F') -> A® 

T' Yx © . . . T' Yy © 

^©•••©^, 

soit de rang maximal, done surjectif ici. 

• Si A est bijectif, (e'est en particulier le cas si rg(J-') = 1), on entre dans le cadre du 
lemme [l] et on conclut que pour tous Z y / + i, . . . , Z z £ X, le morphisme 

H°(X,F) -> A@B® 

ffi m en 

e . . . e T Zz 

est bijectif pourvu que, en designant par B" l'image de T v dans B, le morphisme 



e:H°(X,£) -» 5"© 

7^" en m T^" m 
Zi W . . . f±) -^z^ w 

©...©% 

le soit. L'hypothese HB(£,J 7 ",z',y',a',/3 l ) garantit qu'il existe un point V et des points 
Z\, ...,Z Z tel que e soit de rang maximal. L'existence de tels choix pour l'une ou l'autre 
des hypotheses entraine l'existence d'ouverts de choix qui sont irreductibles, puisqu'ils sont 
des ou verts de produit de X ou X' . L'ouvert des choix de la premiere hypothese intersecte 



9 



done celui de la seconde. On notera le fait important que B" depend a priori de Y\, . . . , Y y , 
lesquels n'interviennent pas dans e. 

• Si A n'est pas bijectif, il existe un point Z de X' tel que le morphisme 

H°(X'f') -> A® 

P Yx ® . . . ® Ty v ® 
T' Zl ®...®T' Zyt ® 

J- y ® 

P- 

est injectif. On entre alors dans le cadre du lemme ^ et on conclut qu'il existe un quotient 
£ z — > D, de dimension /?', avec noyau contenu dans T' z , avec la propriete suivante. Pour 
tout ensemble de points Z y ' + 2, ... ,Z Z , et tout quotient B, il existe 2y+i dans X tel que le 
morphisme 

H°(X,F) -> A®B® 

F Yl ®...®?Y y ® 
T Zx ® . ■ ■ ® T Zyl ® 

T Zyl+2 ®...®T Zz 

est bijectif, pourvu que, en designant par B" l'image de Ty dans B, le morphisme 



e:H°(X,£) -» B" ® D 



£ Zyl+2 ®...®£z z 



le soit. L'hypothese RB(£, T", z', y', a', /?') et l'argument donne dans le cas precedent per- 
mettent alors de conclure. ■ 



5. L'enonce MB et un autre lemme d'Horace 

Enonce MB(JT, £/, z, y; a) 
Soit maintenant 

une suite exacte stricte de faisceaux localement libres et z,y et a des entiers verifiant 
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. rg(T)z + rg(g)y + a = h°(X, T), 

• rg(G)(z + y)+a<h°(X',F) 

• a < rg(G). 

L'enonce MB(f,5,z,!/;a) signifie alors la chose suivante : II existe un point V tel que 
pour tout quotient 

Gt — > A — > 

de dimension a, il existe des points Z\, . . . , Z z et des points Yi, . . . , Y y dans X tels que le 
morphisme d 'evaluation 

H°(X,F) A© 

Gy 1 © . . . © Gy v 
T Zx © • ■ ■ © T Zz 

soit bijectif. 

On va maintenant donner un lemme d'Horace permettant d'obtenir un enonce RB a 
partir d'un enonce de type R et d'un enonce de type MB. 

Lemme 5 Soient z,y eta des entiers verifiant les conditions de l'enonce RB(J r , JF', z, y; a, 0) . 
Posons 

j = h°{X',F\ x ,)-r'y-a 
r 

qu'on suppose entier et supposons que H l (X,!F(—X')) = et que les enonces 

R(^(-X');0) et MB(T\ x ,,T',z',y,a) 
soient vrais. Alors l'enonce RB(^", T' , z,y; a, 0) Vest. 

Demonstration : C'est une consequence triviale du lemme |l] et de la suite exacte 

-» T{-X') -»■ T -> T\x< -> 0. 



6. Le theoreme principal 

Le theoreme suivant, contient dans sa partie (i) le theoreme avec z = q(£),y = a = et 
b = r(£). 
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Theoreme 2 Soit n un entier > 1. Alors 

(i) on aRB(T P n(£),Op n -i(£ + l),z,y;0,b) avec y < o n _i(€ + 1) et b E {0, . . . ,n — 1}, 

(ii) on a RB(nOp«(f + 1), T pn -i (Q, !/; a, 0) avec a G {0, . . . , n — 2}, 

(iii) on a R(T pn -i (£); 1), 

(iv) on a MB((ti|l)0 P -.(<| l),T P «(f);z, y; a) auec z > o„(f) eta<n-l. 

Remarque 1 Dans I'enonce (ii) on a toujours z > o n (£). En effet,des deux premieres 
conditions des enonces RB on tire que 

nz > no n {l + 1) - tn-i(£) = t n (£ - 1) 

et ce dernier est plus grand que no n (£). 

Le reste de cet article sera consacre a la preuve de ce theoreme. Celle-ci se fera par 
recurrence sur 1 dimension. Pour amorcer cette recurrence, notons d'abord que pour n = 1, 
les assertions (i) a (iii) sont trivialement vraies. On va maintenant donner une preuve de 
l'assertion (iv) dans ce cas. Cette assertion s'ecrit ainsi. 
On a 

• MB(20pi(£ + l),0 P i(£ + 2),oi(£ + l),O;O), 

• MB(20pi(£ + l),0pi(£ + 2),oi(£),l;l). 

Le premier de ces enonces est trivialement vrai. Montrons alors le second. Considerons done 
des points distincts Z±,..., Z Dl ^,Y et U de P 1 . II faut alors montrer que le morphisme 

H :H (P 1 ,2O F i(£ + l)) 2Opi(^ + l) Zl ©...©2O P i(£ + l) Zoi(0 © 

O p i(£ + 2) y (BO p i(£ + 2) u 

est bijectif. On va utiliser pour ce faire la suite exacte suivante 

-> Dpi {£) -» 2C P i (£ + 1) -> O p i (£ + 2)^ 0, 

ainsi que celle qui s'en deduit en cohomologie. Cette suite permet aussi, si Z G P 1 de 
decomposer 2C P i (£ + l) z en Opi {£) z © O p i (£ + 2) Z - Posons alors 

M = P i(£) Zl (B...(BO P i(£) Zoi(e) , 
L = P i(£ + 2) Zl ®...eO P i(£ + 2) ZoiW ® 
O p i(£ + 2) y (BO p i(£ + 2) u . 

Alors les applications H° (P 1 , O p i {£)) -» M et ^(P 1 , O p i (£ + 1)) -» L sont bijectives. On 
en deduit alors que \i Test. Le theoreme est done montre pour n = 1. On supposera done 
dans la suite n > 2. 
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On procede maintenant a la preuve des parties (i) et (ii) du theoreme. Elle se fait par 
reductions successives, pour aboutir a un enonce du type MB(n0 P ™-i (m+1), T pn -i (m), z,y;a : 
a) avec z > o n _i(m) et a < n — 2, qui est vrai par hypothese de recurrence. On utilisera 
pour ce faire les trois lemmes de reduction suivants. 

Lemme 6 Soient z,y et b des entiers non negatifs verifiant les hypotheses de Venonce 

KB(T F n(£),O F n(£),z,y;0,b). 
Posons (3 = si b = 0, 1 sinon. Alors, pour que Venonce ci-dessus soit vrai, il suffit que 
RB(n0 P n {I + 1), Tpn-i (£), z - o n {£ + l) + y + (3, o n (£ + 1) - y - /?; b - 0, 0) 

le soit. 

Demonstration : C'est une instanciation du lemme || (Fenonce R(Opn-i (£ + 1); 1) est triv- 
ialement vrai). II faut noter que le quotient intervenant dans I'enoue reduit est independant 
des points intervenant dans cet enonce. 

Soient maintenant z,y et a des entiers non negatifs verifiant les hypotheses de l'enonce 
KB(nO P n(£ + l),T pn -i(£),z,y;a,0). Posons 

• t = t n (£) -3y-a, 

• u le reste de la division euclidienne de t par n-1, 

• b' = si u = 0, b' = n — u sinon, 

• y' = (t — u)/(n — 1) si b' ^ 0, y = t/(n — 1) sinon, 

• z' = z — y' — 1 si b' ^ 0, z = z — y' sinon. 

Lemme 7 Supposons t < no n (£). Alors pour que Venonce ci-dessus soit vrai, il suffit que 

RB(Tpn (£ — 1), Opn (£), z', y'\ 0, b') 

le soit. 

Demonstration : C'est une instanciation du lemme ^| (on utilise I'hypothese de recurrence 
sur R(Tp„-i(^);l)). 

Supposons maintenant que t > no n (£). On reecrit cette derniere inegalite en tenant 
compte de la relation nz + {n — \)y + a = no n {£ +1). On trouve que z > o n {£) + o n ^\{£). On 
a alors le lemme suivant. 
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Lemme 8 Pour que I'enonce RB(nOpn(£+l), Tpn(£) } z, y; a, 0) soitvrai, il suffit que I'enonce 



MB(nO P „-i (£ + 1), Tpn-i (£), z - o n (£),y; a) 

le soit. 

Demonstration : C'est une instanciation du lemme [|. 

Pour demontrer (ii) on utilise soit le lemme || si I'enonce entre dans ses hypotheses, soit 
successivement les lemmes [7| et || autant qu'il est necessaire pour obtenir soit un enonce triv- 
ialement vrai, soit rentrer dans les hypotheses du lemme ||. On utilise alors l'hypothese de 
recurrence sur les enonces MB pour conclure. ■ 



Pour demontrer (i) on utilise le lemme |6| qui permet alors de ce reduire a (ii) et on conclut 
comme precedemment. ■ 



On va maintenant proceder a la demonstration de la partie (iii) du theoreme. C'est une 
consequence de 1' enonce 

RB(Tpn^), O p „_! (£ + l),q(£),0; 0, r{£)). 
L'enonce ci-dessus dit que pour tout P q +i € P n_1 ,et pour tout quotient 

de dimension r(£), il existe P%, . . . ,P q € P n tels que le morphisme d 'evaluation 

H°(P n ,T F n(e)) ^T pn (£) Zl (S)...®T F n(e) Zq(e) ®B 

soit bijectif. II suffira de montrer l'assertion pour q(£) et q(£) + 1 points lorsque a < r(£) et 
pour q(£) — 1 et q(£) points lorsque a > r(£). Soit Tpn(£) Zq+1 A — > un quotient, de 
dimension a. Supposons a < r(£). II existe alors un quotient Tpn(£) Zq+1 — > B — > tel que 
A soit un quotient de B. On conclut alors d'apres ce qu'on a vu plus haut qu'il existe des 
points Zi, . . . Z q m tels que, en notant L l'espace vectoriel 

T P n(£) Zl ®...®T F u(£) Zq 

l'application 

r0 /-on 



H"{P n ,T F n(£)) -» L@A 
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soit surjective. Par semi-continuite on deduit qu'il existe un point T ^ Zq+i et un quotient 
Tpn(^) T — > Q — > de dimension r(£) tel que l'application 

H°(P n ,T P n(£)) ^ L(BQ 
soit bijective. De la surjection L © A © Tpn(£)q — > L © Q on deduit l'injectivite de 

#°(p n ,T P n(£)) -^L©r P „(^) Q eA 

Le cas a > r(^) se traite avec des arguments similaires et est laisse au lecteur. ■ 



II reste maintenant, pour conclure la demonstration du theoreme a prouver la partie (iv). 
Pour cela, on distinguera, dans l'enonce 

MB((n + l)0 P , (£ + 1), T P n (£); z, y; a) 

quatre cas : z = o n {£ + 1), qui est trivialement vrai, o n (£ — 1) + o n -\{£ + 1) < z < o n (£ + 1), 
qu'on reduira trivialement a un autre enonce du meme type mais de degre plus petit, le cas 
o n {£) < z < o n (£ — 1) + o n -i(£ + 1) et enfin le cas ou z = o n (£). On va done prouver les trois 
cas restants. 

Second cas : o n (£ — 1) +o n _i(£ + l) < z < o n (£ + 1). Choisissons un hyperplan p n_1 c P n et 
soient Z\,..., -^ 0n _i(f+i) 6 P n_1 en position generate. L'application devaluation des sections 

H°(P n -\ (n + 1)C P » {£ + l)|pn-i) 

I 

(n+ l)0 P n + l)| P „-i Zl © . . . © (n+l)C P n (i + lJipn-x z Dn _ l( , +1) 
est alors bijective. Grace au lemme |], avec la suite exacte 

-> (n+l)C P n(£) -> (n+l)C P n(£+ 1) -> (n+l)0 P n(£ + l)| P „-i -» 
on se reduit alors a l'enonce 

MB((n+l)C P n(£), T pn (£ - 1); z - o n ^(£ + 1), y; a). 



Troisieme (£). On utilisera pour cela la suite d'Euler pour le fibre tangent et 

celle qui s'en deduit en cohomologie : 

-» C P n (£) -> (n + l)Op» + 1) -> T P n (£) 0, 
-» F°(P n ,Opn(^)) F°(P n ,(n + l)0 P n(£ + l)) -> H°(P n ,T P n(£)) -» 0. 
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Remarquons que Si P € P ra , alors, grace a la suite d'Euler, (n+l)Op«(£fl)p se decompose 
en Opn(£)p © T-pn(£) P . Les entiers o n (£) + y et a verifient les hypotheses de l'enonce 
RB(Tpn (£), Opn-i {£ + 1), , 0; 0, a). Soit done V un point de P n_1 tel que pour tout quotient 

T P n(% -> A -> 

il existe des points Zi, . . . , Z i(\,Y\, . . . , Y y G P n tels que en notant L l'espace vectoriel 

a © T P n {i) Zx e . . . e r P n (^)z Dn( , ) e p p « (£) Yl e . . . e r P n 

l'application //°(P ra , Tpn(f)) — > L soit bijective. Si Pi, . . . , P 0n (£) £ P n sont en position 
suffisamment generale, en notant M l'espace vectoriel 

Opn(i) ft ©...©Op„(£) PonW 

l'application //°(P n , Op»(£)) — > M est bijective. Or les ouverts de choix des Zi et des P, 
sont des ouverts de (p n )°™W et done s'intersectent. On peut done supposer Pj = Z, et on 
conclut alors par le lemme du serpent que l'application 

H°(P n , (n + l)C» P n (I + 1)) -> M © L 

est bijective. 

Quatrieme cas : o n (£) < z < o n (£ — 1) + o n _i(^ + 1). C'est le plus technique d'entre eux 
et c'est pour les besoins cette demonstration qu'on a introduit le lemme ||| On va d'abord 
introduire les faisceaux et les suites exactes utilisees dans la demonstration. 
On a la suite exacte 

nOpn (£ + 1) © Opn (£) -> (n + l)C P n + 1) -> Opn-1 (£ + 1) -»• 

et par transformation elementaire 

-» (n + l)C P n (^) -> nOpn (£ + 1) © P n (£) -» nO P „-i (£ + 1) -> 0. 
On a aussi le diagramme commutatif a lignes et colonnes exactes 

*■ nO F n (£+ 1) © Opn (i) ^ (n+ l)C P n (£+1) ^ Opn-i {£+!) > o 

*■ nO F n {£+!) ^ T F n (£) ^ pn _i (£+1) ^ 
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et en appliquant la transformation elementaire precedente, le diagramme suivant commutatif 
a lignes et colonnes exactes. 

>■ (n + l)Opn (£) ^ nOpn (£ + 1) e Opn (£) ^ nOpn-l {£ + 1) ^ 



-T pn (£-1) 



nO P n(£ + 1) 



■Tpn-l(£) 















On posera a = 0sia = 0eta = l sinon. On notera encore P™ -1 un hyperplan de P n . 
Soit d l'entier z — o n {£) et y' l'entier o n -\(£ + 1) — d — a. Les hypotheses entrainent que d et 
y' sont tous deux non-negatifs. Supposons Alors il existe V € P n_1 tel que pour tout 

quotient 

Tpn(£) v -> A -> 



de dimension a avec noyau contenu dans Tpn-i (£), il existe des points Zi, . . . , Zd, Y\, 
P n_1 tel que l'application 



J H" U (P n - i ,Opn-l(^+l)) -► 

soit bijective et si a = 0, l'application 



Opn-l(^+l)y ( 

O p „-i(^ + 1) Zi 

Opn-l^+l)^ 



Op„-i(£ + l)^ 

Opn-l(^+l) yi 



O pn -i(£+l) Zd 



(!) 



P»-i^ + l)x d 



l'est dans ce cas. On rentre alors dans le cadre du lemme |]et on conclut que, pour que l'enonce 
MB((n + l)Opn (£+1), Tp»(£), z, y; a) soit vrai, il suffit qu'il existe des points Zd+i, ■ ■ ■ , Z z , 
Y y i + i, . . . ,Y y £ P n , tel que, en designant par A' l'image de T F n-i(£)v dans A si A ^ 0, 
A' = sinon, que l'application 



Ijl : H°(P n ,(n+l)0 P n(£+l)) 



A'® 

Tpn-i (£) Yl . . . © T P „-i (£) Yyl © 

nOpn-i + l)zi © • • • e nOpn-i (£ + l) Zd © 

nOpn (£ + l)y H , +i © ... © nOpn (£ + 1)^ 

TlOpn (I + 1) © Opn (£) Zd+1 © ... © nOpn (£ + 1) © Opn (^^(fl 



soit bijective. 

Notons que a' := dim(A') = si a < 1, a — 1 sinon. Soit alors e l'entier no n -\{£ + 1) — 
dn — (n — l)y' — a' , f et g respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de 
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e par n — 1. On va alors diviser la preuve de la bijectivite de jx en deux cas, le plus simple 
etant celui ou g = 0, le second, g ^ utilisera le lemme 3. 

Dans le premier cas, le lecteur verifiera que les entiers d,y' + f et a' verifient les hypotheses 
de Penonce MB(nO P n-i {£ + 1), Tpn-i (£), d, y' + f, a'), qui est suppose vrai par hypothese de 
recurrence. 

II existe done un point V € P n_1 tel que pour tout quotient 

T pn -i(£) v 

il existe des points Zi, . . . , Zj, Y%,..., Yy'+f tel que l'application 
^(P^.nOpn-i^ + l)) -> A'® 

Tpn-l (£) Yl © ... © Tpn-1 (£) Yyl+} © 

nOpn-i {£ + l) Zl © . . . © nOpn-i (£ + l)z d 

soit bijective. On rentre alors dans le cadre du lemme [| et on en conclut qu'il existe des 
points Y y i + f + i, . . . , Y y , Zd+i, ■ ■ ■ , Z z S P n tel que fi soit bijective pourvu que l'application 

e:H (P n ,(n + l)O P n(£)) -» O pn -i (£) Yyl+l © • • • © O pn -i (£) Y yl+f © 

T P n(£ - l) Yy/+f+1 © . . . © Tpn(£ - l) Yy © 

(n + l)C P n ©...©(„ + l)Cpn 

le soit. Remarquons alors que z — d = o n {l — 1). En utilisant alors un argument similaire a 
celui de la preuve du troisieme cas de (iv), pour que e soit bijective, il suffit que l'application 

fl°(P» Tpn(*-1))) - 0p»-i(i) W ©...®0 P »-i(i)y 8/+/ ® 

Tpn - l)y y+/+1 © • • • © Tpn - l)y H © 

T pn {£-l) Zd+1 ®...®T pn (£-l) Zz 

le soit. Or l'existence de choix de points pour que ce dernier enonce soit verifie est garanti 
par Penonce HB(T P n(£ — 1), O pn -i (£),o n (£) — 1 + y — y' — f, f; 0, 0). Pour conclure, on utilise 
alors l'irreductibilite des espaces de parametres pour garantir la serie de choix que l'on vient 
de faire. 

Reste maintenant a traiter le cas ou g est non nul. On va montrer que si V £ P™, alors 
pour tout quotient 

T P n(£) -c A' -» 

il existe des points Z\, . . . , Z^, Yi, . . . , Y y / + f et un point Y in p n_1 tel que en notant L I'espace 
vectoriel 

Tpn-! (£) Yl © ... © Tpn-i {l) Y © nOpn-i (£ + l) Zl © . . . © nOp„-i (£ + l) Zd 
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l'application A : H°(P n 1 ,nO P n-i {£+!)) — ► L@A' est surjective et que l'application deduite 
A' : if°(P n ~ 1 ,nO P n-i(£ + 1)) -> L © A' © T P „-i(.% est injective. Pour ce faire on va alors 
distinguer suivant la valeur de g + a' . 

• g + a' < n — 1. Alors les entiers d,y' + / et g + a' verifient les conditions de l'enonce 

MB(nO P »-i {£ + 1), T P „-i (f), d, y' + f,g + a). 

• g + a' > n — 1. Alors les entiers d,y' + f + 1 et g + a' — (n — 1) verifient les conditions 
de l'enonce 

MB(nO P »-i (£ + 1), Tpn-i (£), d, j/ + / + 1, g + a' - (n - 1)). 

Ces deux enonces sont supposes vrais par hypothese de recurrence. Considerons le cas g+a' < 
n — 1. D'apres l'hypothese correspondante, il existe T G p™ -1 tel que pour tout quotient 

Tpn-l(£) T -> 

de dimension g + a', il existe des points Z±,..., Zj, Yi, . . . , Y y > + f G pn-i t e \ q U6) en notant 
N l'espace vectoriel 

T P „-i {l) Yl © ... © Tpn-i (^)y v/+/ © nOpn-i (£ + l) Zl © . . . © nOpn-i (£ + l) z<| 

l'application 

£ : fl°(P n_1 , nOpn-i -> G © N 

soit bijective. On pose alors V = T. Tout quotient T P n-i {£) — > A' se factorise par un quo- 
tient G de dimension g + a'. On en deduit alors la surjectivite de A, avec L = N. Montrons 
l'injectivite de A'. Par semi-continuite, il existe un ouvert U C P n_1 , un point Y ^ T et un 
quotient T pn -i(£) Y —> G' de dimension g' + a tel que l'application H (P n , nO P n-i {£)) — > 
G'®N soit aussi bijective. De la surjection N © A' © T P n-i (£) Y — ► N®G' on tire l'injectivite 
de A'. 

Le cas g + a' > n — 1 se traite de fagon similaire, il suffit seulement de remarquer qu'on a 
evidement g + a' — (n — 1) < a'. 

On rentre alors dans le cadre du lemme || et on conclut qu'il existe un quotient 

T P „-i(% -> D -> 

de dimension 5 = n — dimKerX avec noyau contenu dans Tp n -i(^ — l)y jouissant de la 
propriete suivante. Pour tout choix de points Z^+i, ■ ■ ■ , Z z , Y y ' + j +2 , ■ ■ ■ ,Y y G P n , il existe un 
point Y y / + f + i G P n tel que l'application \x correspondante (page |17]) soit bijective, pourvu 
que l'application 

e;H (P n ,(n + l)O P n(£)) -> Op^ © . . . © O pn -i (£) Yy/+f © 

£>© 

Tpn (^ _ l) Yyf + f + 2 © ... © T P n(f - l) Yy © 

(n + l)Opn (£)z d+1 © . • • © (n + l)C P n 
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le soit. En utilisant alors un argument similaire a celui du troisieme cas de la preuve de (vi) 
on reduit cette derniere assertion a la preuve de l'enonce 

RB(T P „-i (£ - 1), n - W pi e),o n (£ - 1) + y - y' - f - 1, /; 0, 6) 

Dans les deux cas g = et g ^ 0, le lecteur pourra verifier, pour que ce qui precede ait 
un sens, que y > y' + f + 1, (a noter que les hypotheses n > 2 et I > sont necessaires pour 
ce faire) . Ceci conclut done la preuve du theoreme |2[ ■ 
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